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О МАТЕМАТИЧЕСКИХ МОДЕЛЯХ МНОГОЭТАПНЫХ ЗАДАЧ 

РАЗМЕЩЕНИЯ ПРЕДПРИЯТИЙ 

Розглянуто багатоетапну задачу розміщення виробництва. Запропоновано 

нові математичні моделі контінуальної двохетапної задачі та підходи до їх 

розв’язування. 

Рассмотрена многоэтапная задача размещения производства. Предложены 

новые математические модели континуальной двухэтапной задачи и подходы 

к их решению. 

Multi-stage problem of locating production have been considered. The new 

mathematical models to continual two-stage problem and approaches to their solu-

tion were proposed.  

Ключевые слова: многоэтапная задача размещения, оптимальное разме-

щение производства. 

Введение. Значительное число работ в области исследования операций 

посвящено решению проблемы планировки и расположения объектов. 

Такие  задачи широко распространены на практике, поскольку область, в 

которой производится размещение, может иметь различную структуру, а 

термин «объект» может трактоваться достаточно широко.  

Все задачи размещения можно разбить на два больших класса: задачи 

размещения взаимосвязанных объектов и задачи размещения-

распределения (задачи размещения предприятий). К первому классу отно-

сятся задачи с заранее заданной структурой связей между объектами: за-

дача Вебера, квадратичная задача о назначениях и т.п. В задачах из второ-

го класса отсутствуют связи между размещаемыми объектами-

«поставщиками» и производится распределение фиксированных объектов-

«клиентов» между ними: задачи о р-медиане и р-центре, простейшая зада-

ча размещения  и др [2; 6].  

Еще один класс образуют многоэтапные задачи размещения. В этих за-

дачах предполагается, что существует несколько групп размещаемых объ-

ектов, каждая из которых имеет свое множество возможных мест разме-

                                                 
© С.А. Ус, О.Д. Станина, 2014 



Питання прикладної математики і математичного моделювання. Д., 2014 

 
щения (в частном случае эти множества могут совпадать) и регламентиро-

ваны связи между объектами, например задана определенная иерархия 

между объектами размещения. Данный класс задач является обобщением 

многоэтапных транспортно-производственных задач, которые последнее 

время достаточно активно исследуются.  

Под многоэтапными производственно-транспортными задачами будем 

понимать задачи, отображающие последовательные процессы выпуска 

одного вида продукции, доставки его в пункты переработки в другую про-

дукцию, производства этой продукции и доставки ее конечным потреби-

телям (рис. 1). 

 

Рис. 1. Задача размещения на цепи 

В самых простых постановках таких задач рассматриваются два про-

дукта: «сырье» и «готовый продукт». Возможно и большее число наиме-

нований: «сырье», «полуфабрикат», «готовый продукт». Двухэтапные за-

дачи размещения на цепи исследовались в работах [1; 7; 8] .    

Однако исследования континуальных многоэтапных задач практически 

не проводится. При этом следует заметить, что существует целый ряд об-

ластей, где подобный вид задач имеет место быть. Примерами таких задач 

являются задачи размещения насосных и распределительных станций в 

зависимости от горизонта воды и места расположения  потребителей, раз-

мещение  рудников и обогатительных фабрик с учетом мощности залега-

ния полезного ископаемого и расположения потребителей и др. 

В данной работе предложены математические модели непрерывных 

двухэтапных задач размещения предприятий (задачи размещения-

распредения) в случае когда поставщики  и/или потребители непрерывно 
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1-я стадия 

2-я стадия 

. . . . . . . . .  



Питання прикладної математики і математичного моделювання. Д., 2014 

 
заполняют данную область и множество возможных мест размещения 

предприятий одного или обоих этапов также континуально. 

Отличие этой задачи от многоэтапной ЗР в том, что предложенные  

модели позволяют определить не только места расположения предприятий 

каждого этапа, но и количество продукта, перевозимого от предприятий 

одного этапа к предприятиям  другого этапа и потребителям, при этом 

связи между предприятиями не являются жестко определенными (отсут-

ствуют наперед заданные цепочки производства). В задачах размещения 

как правило предполагается, что каждый пункт спроса конечной продук-

ции и каждый пункт производства любого уровня получают продукцию 

только от одного производителя, при этом предприятие r -го уровня полу-

чает продукцию от предприятия ( 1)r  -го уровня, 1 1r p   .  

Двухэтапная задача размещения-распределения  с континуальным 

множеством возможных мест размещения   предприятий  І этапа  

Рассмотрим двухэтапную задачу размещения предприятий при следу-

ющих предположениях: 

 N предприятий  первого этапа могут быть размещены в любой точ-

ке области Ω  и получают ресурс от поставщиков, непрерывно  распреде-

ленных в ней; 

 для предприятий второго этапа задано конечное число возможных 

мест размещения  1 2, ,II II II

MJ    ; 

 затраты на размещение предприятий обоих этапов постоянны и не 

зависят от точки размещения; 

 расположение потребителей конечного продукта известно. 

Необходимо разместить предприятия  первого и второго этапов, опре-

делить зоны их обслуживания  и количество продукта, доставляемого от 

каждого предприятия первого этапа к предприятиям второго этапа и от 

предприятий второго этапа потребителям таким образом, чтобы суммар-

ные расходы на доставку продукции были минимальны.   

Схематически эту задачу можно изобразить как показано на рис. 2. 

Поставленной задаче соответствует такая математическая модель. 
 

Задача І.   

Минимизировать 

1 1 1 1 1

( , ) ( )

i

N N M K M
I I II

i i ij ij j jk jk j

i i j k j

c x x dx c v c v   
    

             (1) 
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Рис. 2. Схема двухэтапной континуальной задачи размещения 
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0i j   , ,i j   , 1,2,i j N ,                                    (7) 

0,II

jkv   0I

ijv  , 1,2,k K ,  1,2.j M ,    1,2,i N ,                (8) 

 0;1j  ,                                                        (9) 

 1 2,I I I I

N    , I N  .                                    (10) 

Здесь  
r

ib  
– мощность i-го предприятия  r- го этапа; А

r
 – затраты на 

установку i-го предприятия r- го этапа;  1 2,r r r

i i i    координаты i-го пре-

дприятия  r-го этапа; ,r I II ;  1 2,k    – известные координаты по-

требителя  k; kb  
–

 
спрос k-го потребителя;    ,I I

i ic x c x  – стоимость 

доставки единицы сырья  из точки  x    к   i-му предприятию  І  этапа; 

 ,I II

ij i jc c   – стоимость доставки единицы сырья от i-го предприятия  

І этапа  к  j-му предприятию ІІ этапа;   ,II II

jk j kc c   – стоимость доставки 

от j-го предприятия ІІ этапа к k-му потребителю; ( )x  – количество ре-

сурса в точке  x  области  Ω; I

ijv – объём продукции доставляемой от от  i-

го предприятия  І этапа  к  j-му предприятию ІІ этапа; II

jkv  – объём продук-

ции доставляемой от  j-го предприятия  ІІ этапа к k-му потребителю;  

1, если в пункте размещается предприятие ІI-го этапа, 

0, иначе.                                                                                 
j

j



 


 

 Целевой функционал (1) описывает суммарные расходы на размещение 

предприятий, доставку сырья и готовой продукции,  ограничения  (2) 

означают требование того, что суммарные запасы ресурса в зоне обслужи-

вания i-го предприятия  І этапа  не меньше производственной мощности 

этого предприятия; (3) – количество продукта, вывезенного из i-го пред-

приятия І этапа не больше производственной мощности этого предприя-

тия; (4) – количество продукта, доставленного j-му предприятию ІІ этапа 

не меньше производственной мощности этого предприятия; (5) – спрос 

всех потребителей должен быть удовлетворен; ограничения (6), (7) озна-

чают требование, что каждый поставщик должен быть отнесен лишь к 

одному из предприятий  І этапа. 

 Возможные подходы к решению этой задачи, основанные на примене-

нии метода ОРМ [3] были предложены в работах [4; 5; 9]. 
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Подход 1.  

 Решение задачи проводится в два этапа. На первом этапе определяется 

некоторое множество N возможных мест размещения предприятий І этапа 

с учетом распределения ресурса, а затем решается задача размещения в 

дискретной постановке. 

Задача первого этапа – это задача ОРМ,  при ограничениях  (2), (6), (7), 

а именно:  

Задача 1.1. 

     1 2 1 2

1

, ,..., , , , , , min

i

N

N N i i

i

F c x x dx    
 

      ,  (11)  

  ,      1,

i

I

ix dx b i N


  ,                                 (12) 

 mes 0i j   , ,i j   , 1,2,i j N ,                          (13) 

1

N

i

i

   .                                          (14) 

Задача второго этапа: 

Задача 1.2. 

1 2 1 2 2 1

min
K

I I

i i j j ij ij jk kj

i M j M i M j M j M k

A x A c v c v
     

                     (15) 

при ограничениях 

1

M
I

ij j i i

j

v b x


 ,   1,2,i N ,                                           (16) 

1

N
II

ij i j j

i

v x b 


 , 1,2.j M ,                                           (17) 

1

M

jk j k

j

v b


 , 1,2,k K ,                                          (18) 

0,jkv   0ijv  , 1,2,k K ,  1,2.j M ,    1,2,i N ,       (19) 

 0;1j  ,                                                        (20) 

где множество М1 – полученные на предыдущем этапе возможные места 

размещения предприятий І этапа. 



Питання прикладної математики і математичного моделювання. Д., 2014 

 
 Заметим, что задача 1.1 отличается от обычной задачи ОРМ [3]. В [3] 

рассматривались задачи с ограничениями в виде равенств и неравенств 

типа «  », в данной же задаче ограничения типа «  ». Однако если рас-

сматривать задачу в случае, когда  ограничения (12) представляют из себя 

строгие равенства, задача 1.1 будет задачей ОРМ с ограничениями-

равенствами, метод решения которой дан в [3]. Для решения задачи второ-

го этапа был предложен комбинированный алгоритм, основанный на ев-

ристическом алгоритме и методе потенциалов. Различное «качество» мест 

размещения предприятий предлагается учитывать с помощью весовых 

коэффициентов, введенных в целевую функцию. 

Двухэтапная задача размещения-распределения с континуальным 

множеством возможных мест размещения   предприятий  І и ІІ этапа 

Предположим теперь, что предприятия  обоих этапов могут быть раз-

мещены в любой точке области. Производство первого этапа получает 

ресурс от поставщиков непрерывно  распределенных в этой области. Чис-

ло потребителей конечно и их размещение в области известно. Затраты на 

размещение предприятий постоянны и не зависят от точки размещения.  

Необходимо разместить предприятия и определить количество продукта, 

доставляемого от каждого предприятия первого этапа к предприятиям 

второго этапа и от предприятий второго этапа потребителям таким обра-

зом, чтобы суммарные расходы на доставку продукции были минимальны.  

В обозначениях предыдущего раздела математическая модель может 

быть записана в виде: 

Задача ІІ. 

Минимизировать 

1 1 1 1 1

( , ) ( )

i

N N M K M
I I I II II

i i ij ij jk jk

i i j k j

c x x dx c v c v 
    

             (21) 

при ограничениях 

( )

i

I

ix dx b


 , 1,2,i N ,                                          (22)     

1

M
I I

ij i

j

v b


 , 1,2,i N ,                                           (23) 

1

N
I II

ij j

i

v b


 , 1,2.j M ,                                           (24) 

1

M
II

jk k

j

v b


 , 1,2,k K ,                                          (25)  
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1

N

i

i

   ,                                                          (26) 

0i j   , ,i j   , 1,2,i j N ,                                    (27) 

0,jkv   0ijv  , 1,2,k K ,  1,2.j M ,    1,2,i N ,                (28)                                    

 1 2,I I I I

N    , I N  ,                                    (29) 

 1 2,II II II II

N    , II N  .                               (30) 

Для решения этой задачи можно использовать те же подходы, что и 

для задачи I.  Отличие состоит в задаче размещения, получаемой на вто-

ром этапе. 

Двухэтапная задача размещения-распределения с континуальным 

множеством возможных мест размещения   предприятий  І и ІІ этапа 

и потребителях, непрерывно размещенных в области 

Наконец рассмотрим случай, когда  предприятия  обоих этапов могут 

быть размещены в любой точке области. Производство первого этапа по-

лучает ресурс от поставщиков, непрерывно распределенных в этой обла-

сти, а предприятия второго этапа транспортируют конечный продукт по-

требителям, которые непрерывно заполняют заданную область.  Затраты 

на размещение предприятий постоянны и не зависят от точки размещения. 

Необходимо разместить предприятия в области и определить зоны влия-

ния предприятий первого и второго этапов, а также количество продукта, 

доставляемого от каждого предприятия первого этапа к предприятиям 

второго этапа таким образом, чтобы суммарные расходы на доставку про-

дукции были минимальны.  

Тогда математическая модель может быть записана в виде: 

Задача ІІІ. 

 
1 1 1 1

( , ) ( ) , ( , ) ( ) min
I II
i j

N N M M
I I I I II I II

i i ij i j ij j j

i i j j

c x x dx c v c x x dx     
    

      ,(31) 

( )
I
i

I

ix dx b



 , 1,2,i N ,                                          (32)     

1

M
I

ij i

j

v b


 , 1,2,i N ,                                           (33) 

1

N
II

ij j

i

v b


 , 1,2.j M ,                                           (34) 
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1

N
I

i

i

   ,                                                          (35) 

0I I

i i   , ,i i   , 1,2,i i N  ,                                     (36) 

( )
II
j

II

jx dx b


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где  Ω – область, в которой размещаются предприятия; N, М  – количество 

предприятий І и ІІ этапа соответственно;  1 2,r r r

i i i   , 
r

i , 
r

ib , – коорди-

наты, зона обслуживания и мощность  i-го предприятия  r-го этапа;  

 ,I I

i ic c x  – стоимость доставки единицы сырья  из точки  x   к  i-му 

предприятию І этапа;  ,I II

ij i jc c    – стоимость доставки единицы про-

дукции от i-го предприятия  І  этапа  к  j-му предприятию ІІ этапа; 

 ,II II

j jc c x   – стоимость доставки продукции от j-го предприятия ІІ эта-

па к потребителю, расположенному в точке x ; ijv – объём продукции, 

доставляемой от i-го предприятия І этапа к  j-му предприятию ІІ этапа; 

( )I x , ( )II x  – количество ресурса и спрос потребителя в точке  x  

соответственно.  

Здесь в общем случае I II  , хотя в частном случае равенство воз-

можно. 

Один из возможных подходов к решению этой задачи состоит в том, 

что последовательно решаются методом ОРМ задачи размещения пред-

приятий  І и ІІ-го этапов, а затем на основе полученных данных решается 

классическая транспортная задача. 

Рассмотрим частный случай последней задачи, когда предприятия пер-

вого и второго этапов размещаются в одной точке области ( I II  ).   

Тогда задача приобретает такой вид: 

Задача 4.1. 

Минимизировать функционал: 
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при ограничениях 
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( ) 0II II
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 1 2,I I I I

N    , I N  ,   1 2,II II II II

N    , II N  .         (48) 

Сформулированная задача представляет собой многопродуктовую, 

точнее двухпродуктовую задачу разбиения с ограничениями, методы ре-

шения которой для случая, когда все ограничения вида « = » или  « », 

представлены в [3]. 

Заметим, что в случае, если ограничения на мощность предприятий  

(2) – (5) (соответственно (22) – (25) для задачи ІІ  и (32) – (34) для задачи 

ІІІ) сформулированы как ограничения-равенства, все подходы приводят к 

известным дискретным и непрерывным задачам разбиения множеств и 

размещения [2; 3; 6].  
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